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【整番 FE-01-TG-001】 流れの各種基礎式に関する情報(その 1) 

分類：流れ(流れ全般)／種別：手引き 作成年月：H29.08／改訂：Ver.0.0 (H29.10) 作成者：N. Miyamoto 

                  2 分冊その１(1/2)                全 37 枚 

                                      はじめに 

     ある流れ構造の特性あるいはその挙動を考えるとき、流体力学で云う 4 つの基礎式、すなわち 

           状態方程式、連続の式、運動方程式、エネルギ式、 

   がそのスタート点にくる。状態式は通常、気体に限 られるが、残りの 3 つの基礎式は流体全般に 

適用され、物理現象に係る質量保存則、雲量量保存則及びエネルギ保存則をそれぞれのベースに 

置いて作られている。これらの基礎式はその重要性にもかかわらず、コンピュータ解析(CFD) が 

ルーチン化された現在では単なるお題目程度までに影が薄まっているような気がする。しかし 

流れ問題を骨格的あるいは近似的にとらえて議論する場合、また単純な 1 次元モデルを検討する 

場合など、各種保存則(保存式)の引用し運用するのは決して稀れではないように思う。 

 

       保存式を含む流れの基礎式は既に、多くの流力テキスト/便覧に溢れておりこれをまとめる意義 

   は余りない。しかし工業設備における流れ問題の多様性を考えれば、様々な応用に対応した基礎 

式を用意しておくのは実務上、有益ではないかと思う。その点、次のテキストにはバラエティに 

富んだ基礎式が提示されているので、本 TS で補足をまじえてその内容を紹介しておきたい。 

 Applied Fluid Dynamics Handbook Chapt.5 Conservation Equation (by R. D. Blevins) 

 

       ただこのテキストは、運動量保存則ベースの運動方程式について個々の流れ構造で議論するもの 

として特には記述していない。そこで運動方程式については別の TS で要約的に扱ってみたい。 

 

    なお本 TS ではワープロの都合で原本の表記が表わせないので下記のように使い分けをしている 

   ので注意されたし(わかりにくい所もあるが何卒…)。 

     

        

  1. 流れの基礎式に関する情報 

   ここでは Blevis テキスト(1)の保存式の内容(意訳)を若干の注記を加えて以下に紹介する。 

 

  5.1 イントロダクション 

   流体力学解析では、積分形態を持った質量、運動量及びエネルギの保存式とベルヌーイの式は、 

かけがえのないツールになっている。何故なら内部の挙動が不明であっても系の入力と出力の関係 

を用いて系の挙動を記述する為に使用できるからである。これら流れの保存式(基礎方程式)は特定 

の幾何形状やシステムには結びつかない。これらの式は全般的なツールであって、その有効性は 

専らその式の応用の仕方如何によっている。実際、本テキストの大半あるいは一般の応用流体力学は 

特定の流体システムへの基礎方程式の応用にほかならないとみてもいい。 



 

2 

       

      保存則の概念は検査体積と呼ばれる領域を完全に囲む空間に検査面を設けることで適用できる。 

検査システムは検査面と検査体積の和になる。流体は検査面を通って流れる。構造物は検査面を 

介して流体にフォース(力)を与える。 

      

    例えば Fig.5-1 に示される 2 次元の検査体積を考える。流体は検査面を通って 1 から検査体積 

に入り 2 から出る。プロペラの実質的な効果は、検査体積内の流体に対し W
．

sの割合で軸仕事を 

することで、同様にヒ－タ－の実質的な効果は、流体に Q
．
の割合で熱を供給することである。 

 

   

  5.2 質量の保存 

  5.2.1 質量保存の式 

    検査体積内の質量保存の概念は、次のようにごく単純な形で表わすことができる。 

          質量の蓄積＝流入質量－流出質量      -----------------------------------(5-1) 

    

    質量の蓄積は必然的に検査面の拡張あるいは体積内流体の平均密度の増加のいずれかに由る。 

       質量蓄積の割合＝体積 x 平均密度変化率＋平均密度 x 体積増加率  --------(5-2) 

             [ Ә(ρV)/Әt＝V・Әρ/Әt＋ρ・ӘV/Әt ]-補足 

       もし検査体積内の流体密度が一定で、検査面が固定されているなら、質量の蓄積は不可能で 

ある。同様に定常運転状態では質量は蓄積することはなく 

       流入質量＝流出質量          ---------- ------------------------(5-3) 

 

       質量は検査面を横切ることによってのみ検査体積に出入りできる。検査面は動く可能性がある 

から、その境界を横切って検査体積に入る質量は 

        流入質量＝密度 x 境界に対する相対速度 x 流れ面積    -----------------(5-4) 

       これはもし検査境界が拡張するときは、動きのない流体でも検査体積に入ることができること 

   を意味している。 
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    式(5-1)～(5-4)は Table5-1 の中で数学的に表現されている。もし検査体積が Fig.5-1 の検査体積 

のように空間的に固定されるなら、その検査面は変形不可であると云われる。この状態が最も 

ありふれた形態であるが、可動な検査体積を持つこともあり得る。この場合、その検査表面は 

変形可能であると云われる。変形可能な検査面の解析は変形不可の検査面の解析よりも複雑に 

なることが多い。何故ならば検査面を横切る相対流速のみならず検査面自身の流速もまた見逃せ 

ないからである。もし境界の速度が零 (Table 5-1 におけるベクトル Vb＝0) に低下するなら変形 

可能な検査面を表わす式は変形不可の検査面を表わす式に変わる。 

   

    検査体積に入る流体は全て検査面を通過しているとみなされるので、式(5-1)～(5-4)には全く 

源泉(source)項は含まれていない。局部的な流動体廻りに検査面ができて、これを局部的な流体 

源源あるいは流体溜り(sink)とみることができる。同様にエネルギや運動量(モーメンタム)の源泉 

や溜りも定義できる。Fig.5-1 では、プロペラはそのまわりの流れ場の詳細を評価することはなく 

仕事 W
．

sの正味の源泉に結びつけて扱う。 

 

    Table 5-1 の保存式は質量の保存則として作られているが、それが、 

       (1) 単位質量当りで表すことができる、 

       (2) 流体とともに運ばれる(移流される)、 

       (3) 不活性で変質や拡散が無視できる 

   ときには 他のスカラ－物理量にもこれらの式を適用できる(☆1)。これはレイノルズの輸送定理 

の 1 例である(☆2)。 
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  5.2.2 質量保存の例 

  (1) 境界レベルの例(＊3 )。Fig.5.2 のような薄い平板上の流れでは図のように対称形の境界層が発達 

する。ライン BB’に分布する速度プロフィ－ルは次式で表される。 

            u /U＝(|y|/δ)1/n    ------------------------------------(5-5) 

      ここで、δ＝辺 BB’ における境界層厚さ(片面)、n＝指数～７(乱流境界層の場合)、 

   

    もし流体密度が一定で、AA’に沿って流れが一様速度で流入すれば、AB と A’B’ に沿った流出量 

は質量保存則から計算できる。 

    検査面 ABA’B’は変形せず、流体は非圧縮性なので、システムを通る質量流れは Table5-1 の 

フレーム 2 の第 3 コラムの式で表わされる。 

           

   ここで 検査面 S は AA’,BB’,AB,A’B’の合計である。垂直外向き単位ベクトルと流速ベクトルは 

次のように定義される 
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    以上の置換えを行いシステムが板周りに対称であることに考えれば、(5-6)式は次のようになる。 

       

     積分すると、AB または A’B’を通る体積流量は次のようになることがわかる。 

       

    検査体積に流入する流量のおよそ 1/8 程度の乱流境界層(n＝7)が境界層の上にある自由流れに 

混ざって垂直に入れ替わる。 

    

 

  (2) ピストンシリンダの例。Fig.5-3 のようなシリンダにガスを内蔵したピストンを考える。 

   ピストンが動くとシリンダ空洞に定義された検査体積内のガスが膨脹し圧縮する。流体は圧縮性 

ガスで検査面は変形可能であるから、この系の質量保存は Table5-1 のフレーム 1 の第 2 コラムの 

式で表される。 

     

    シリンダからのガスのリークが皆無であれば、系のトータル質量 M は一定で dM/dt＝0 である。

このとき保存式は次のように書くことができる。 
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    空洞の容積は V＝AX である。ここで A はシリンダの断面積、ｘは空洞中のピストンの位置を 

   表している。この場合、 

              

  ここで [➞Vb]はピストン運動の速度ベクトルで、他の全ての境界は静止した状態にある。もし 

空洞のガス密度が一様なら Әρ/ Әt ＝dρ/ dt で、(5.9)を組み込むと(5-8)式は次のようになる。 

           0＝ρA(dx/dt)＋Ax(dρ/dt)  

従って dρ/ρ＝－dx/x ➞ ℓn (ρ/ρo )＝－ℓn (ｘ/ｘo ) 

あるいは密度はピストン位置に反比例する。即ち 

             ρ＝ρo(xo/x)  -------------------------------------------(5-10) 

       ここで、ρoはピストンが x＝xoにある時の流体密度である。 

 

    式(5-10)は、ガス密度はシリンダの位置のみに依存しガスに有効な体積が減少するにつれて増加 

するという周知の事実を確認するもの。 

    

 

              【 5.2 節の注記 】TS 作成者 

  (☆1)  5.2.1 節は Table 5-1 の内容を平易に説明しているが、Table 5-1 はオリジナルとしての広義 

   の連続式において物理量(スカラ－量)として密度ρを選んでにして得られたものである。 

ここでは他のスカラ－物理量(q)であっても、ここで示される(1)～(3)の条件が満たされるなら

Table 5-1 がそのまま利用できること、あるいは適用拡大できることを云っている。 

 

即ち、(1)の条件ではスカラー量 q は q＝qoρということになる(但し qoは単位質量(ρ＝1)当り 

のスカラ－量)。また(2)の条件ではスカラ－量 q は速度 v によって移流し検査体積当たりの増加 

量(Әq/ Әt)と検査体積当りの流出量(J)の和は零ということになる。また(3)の条件では(1)で云う 

qoは必然的に増加量/流出量においても一定ということになる。そこで(1)～(3)から 

      Әq/ Әt＋J＝Ә(qoρ)/Әt＋qoρv＝qo (Әρ/Әt＋ρv)＝0 ➞ (Әρ/Әt＋ρv)＝0 
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   が得られる。更に検査体積/検査面)という領域(V,S)と方向性(n)及び単位検査面(dA)を考えると 

        ʃｖ(Әρ/Әt)dV＋ʃsρv・ndA＝0 ➞ ʃsρv・n dA＝－ʃｖ( Әρ/ Әt) dV 

この場合、圧縮性/変形不可検査面を前提としているので、この結果を Table 5-1 のフレーム 1 

のコラム 3 の質量保存式と較べると全く同じであることがわかる。 

   

  (☆2) レイノルズの輸送定理は、連続体力学で用いられる定理で、空間積分と時間微分を変換する 

公式(8)である。例えば 

        (D/Dt)ʃθ(x,t)dv＝ʃkt(Dθ/Dt＋θdiv.v)dv 

ここで(D/Dt)＝物質時間微分、θ＝物理量、kt＝変形形状、div.＝発散 (➞流力学テキスト参照) 

流れの質量保存式などでは、その導入過程でレイノルズの輸送定理が用いられている。 

 

  (☆3) 下図のように一様な流れの中に置かれた薄い平板の両側に AA’BB’の検査体積をセットした 

   もの。均一な流速 Uoで流入した流れは平板上を通過する際に板面の摩擦抵抗を受け次第に境界 

層が発達して放物線状の速度分布で流出するので、流れ方向に流量が均衡せず上下辺 AB/A’B’ 

へのリークが予想される。実際は複雑な流動になると思われるが、ここでは上下辺の外側にある 

自由流れへの放出を仮定して片面のリーク量を求めている。 

 

        

 

  5.3 エネルギの保存 

  5.3.1 流体エネルギのフォーム 

   流体エネルギの主な形態は通常、単位質量(specific➞比)当りで表され、以下のようになる。 

       

    u ＝ 比内部エネルギで、平衡点廻りの原子の動きに伴うエネルギ。熱によって最も容易に 

内部エネルギの痕跡は識別される。 

    p /ρ＝比圧力。P は圧力、ρは流体密度。P/ρは流体の圧縮で蓄えられるポテンシャル 

エネルギ。なお比エンタルピは u と組み合わせて[ｈ＝u＋P/ρ]で定義される。 

    V2/2 ＝比運動エネルギで流体運動にともなうもの。 

    gz ＝比ポテンシャルエネルギで、大きさ g を持った加速度場の作用にともなうもの。一般 

      には g は重力加速度を指すが、任意に働く定常的な加速度にも適用される。ｚは加速 

度 g に抵抗する距離をいう。 

     

  5.3.2 エネルギの保存式 

    最もシンプルな形としてエネルギの発生/消滅のない検査体積におけるエネルギ保存式は次の 

   ように表わされる。 



 

8 

         エネルギの蓄積＝流入するエネルギ－流出するエネルギ  -------------(5-11)  

     

       この方程式はそのままでは適用するのが難しい。何故ならエネルギは様々の形がとれるので 

   どんなエネルギであれ無制限に検査面を通過させてしまうわけにはいかないからである。 

    

    流体は検査面に接しているので、仕事をしてそのエネルギを変えることができる。検査体積 

   内の流体もシャフト(軸)など検査面を貫通する装置(device)を介して仕事を為すことができるし、 

   検査体積に熱を加えたり熱を除去することもできる。これらの事実を配慮すれば、(5－11)式は 

次のように拡張できる。 

       流入熱量(Q
．
) ＋内部軸仕事(W

．
s )＝エネルギ蓄積量 

＋流出エネルギ量－流入エネルギ量－検査面の仕事量(W
．

cs) --------(5-12) 

           

         検査体積によってなされる仕事を内部でなされる仕事量(軸仕事 Ws)と検査面でなされる仕事 

量(Wcs) に振り分けるのはやや恣意的ではあるが、有益な措置である。   

             W
．
＝W

．
s＋W

．
cs   -------------------------------------------(5-13) 

     Fig.5-1 の検査面では内部の軸仕事はプロペラで行われる。多くの場合、内部仕事は検査面で 

     行われる仕事とは区別されるのでこの２つの項を分離するのは有益である。 

    

     検査面においてシステムによってされる仕事量は、 

              

      ここで[➞F]は検査面の要素 dA に作用する流体応力ベクトル(単位面積当たりの力)で、[➞V] 

     は流速ベクトルである。流体応力は dA に直交する成分と dA の面内成分に別けることができる。 

                     

      ここで[➞sn]は dA に直交する成分、[➞τ]は dA の面内成分。一方、検査面の絶対流速は、 

          

     これらを考慮すれば、W
．

csは次のように拡張することができる。 

       

       

    流体せん断応力[➞τ] は粘度だけで生じ、垂直応力[➞sn] は圧力と粘度から生じる。しかし 

   高レイノルズ数ではたいていの場合、[➞sn]では流体圧力による圧縮応力(下記)が支配的である。 

                 

 

    ここでｐは流体静圧(絶対)。そのとき検査面の仕事量は次の通り。 

       

       

     この検査面でなされる流体仕事の式(5-16)については、その右辺第 2 項の積分項を 検査面通過 
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   の流体エネルギをカウントする表面積分項の中に組み入れることができる。即ち 

ʃp(v－vb)・ndA＋ʃρ(u＋V2/2＋gz)(v－vb)・nｄA 

                 ➞ʃρ(u＋p/ρ＋V2/2＋gz)(v－vb)・nｄA 

 

    もし検査面が静止しているなら、そのとき[➞Vb]＝0 であって検査面で圧力仕事がされることは 

なく(5-16)式右辺第 3 項の積分は同様に 0 になる。もし検査面の流速が 0 であるか、検査面の流速 

   が検査面に垂直であるように検査面が選択されるならば(τは常に検査面の面内に横たわるので)、 

せん断仕事 [➞τ]・[➞V] は 0 になる(☆4)。 

    これらの条件が保たれ [➞τ]・[➞V]＝0 であるなら、検査面によってなされる仕事は零で、 

   (5-16)式の右辺第 1 項の積分は零である。このようにエネルギ式の適用は、任意の検査面通過流れ 

に垂直な静止検査面を組み入れることでかなり単純化される。 

     

    Table 5-2 の式や(5-11)(5-12)式は熱力学第 1 法則(☆5)を提示するもの。それらは流体システム 

   に対して必要な条件であるが十分な条件ではない。周知のように、熱力学第 1 則は、全ての流体 

挙動は可逆的であって熱は常に仕事に転換でき仕事は熱に転換できるという思い込みを与えるが 

これは事実ではない。多くの流体現象は摩擦や熱流の方向性によって非可逆的である。 

    熱力学の第 2 則(☆5) は前提とされるプロセスが実際に進展するかどうかをテストする。詳しく 

   は熱力学テキストなど参照されたし。 
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  5.3.3 エネルギ保存則の例 

  (1) パイプ流れの例。Fig.5-4 のような直線的で一様なパイプを通る非圧縮性亜音速流体の定常流れ 

を考える。もしパイプ内外に伝熱が生じないようにパイプが断熱され、パイプ壁を伝う熱伝導が 

無視できるなら、Fig.5-4 の変形不可の検査体積を記述するエネルギ式は Table 5-2 の 

フレーム 5 で与えられる。ここで熱伝導 Q
．
と軸仕事 W

．
sは零で Q

．
＝W

．
s＝0 とおくと、 
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 ここで、ρ＝流体密度、p＝静圧、[➞V]＝流速ベクトル、u＝比内部エネルギ、g＝重力加速度、 

      S＝検査面 

  

 もし u、ρおよび p がおおむね全断面で均一なら、(5-17)式の表面積分は、 

     

 

  添字 1,2 付きは、パイプスパンに沿うポイント 1,2 のパイプ断面で平均化された値を示して 

いる。従って V1と V2はそれぞれ入口と出口における平均流速である。平均流速の 2 乗は一般に 

2 乗化された流速を平均化したものと同じではない。それ故に無次元ファクタα1とα2を(5-18) 

式の運動エネルギ項に乗じなければならない。この流れ形状係数αの例を以下に示す。   

 

    流れ形状(プロ-フィル)     α 

全断面で一様な流速     １ 

円管内の完全に発達した層流     4/3 

円管内の完全に発達した乱流   1.01～1.05 

 

   乱流では、ベルヌーイ式として同じフォームの一つの式で扱えるので、近似値α＝1 がよく 

用いられている(➞Table 5-3)。 

   

  内部エネルギ変化は通常、無次元不可逆損失係数(＝圧損係数)K を用いてモデル化されている。 

        

      

内部エネルギに伴う損失は、それらが通常の流体装置では逆走できない運動エネルギから熱 

エネルギへの変換という意味では不可逆である(K の値は圧損係数として便覧等で与えられる)。 

    

  乱流に対しα＝1 と(5-19)式を(5-18)式に代入して、非圧縮性乱流の管路流れ対する支配方程式 

が得られる。即ち 

      

  ここでρg(z1－z2) はエレベーションに関する水力的な圧力変化である。 

  もし Fig.5-4 に示されるように出入口の面積が等しいなら、非圧縮性流れの質量保存から 

V1＝V2＝V なので全圧の変化は静圧の変化に等しいことになる。即ち 
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  しかし、もしある入口、出口、ノズルあるいはデフューザで面積変化があれば、動圧の変化に 

よって静圧の変化が起きる。即ち 

      

      

  この場合、静圧の変化は、速度変化に伴う可逆損失、内部エネルギの変化に伴う不可逆損失 

および水力的圧力変化の和になる。 

      

(2) ピストンシリンダの例(☆6)。Fig.5-3 に示されるピストンシリンダを考える。もしシリンダが 

熱の出入りがないように断熱され、検査体積内の流速が零近くになるようにゆっくりと動くなら 

V2としてはおよそ零(0)で、シリンダ空洞内のガス物性は殆ど一様とみていい。 

    

  この変形可能な検査体積のエネルギ保存式は、Table 5-2 のフレーム 2 で、Q
．
＝W

．
s＝z＝V2＝0 

とおいて 

        

 

  流体は検査体積内から流出しないので、流速[➞V]は移動するピストン前面の境界速度[➞Vb] 

に等しく、固定されたシリンダ壁で [➞V]＝[➞Vb]＝0 になる。従って、全体の検査面 S で 

[➞V]－[➞Vb]＝0 になり、(5-22)式の第 2 項は消える。ピストン前面(但し[➞V]＝[➞Vb] )を除く 

検査面 S で [➞V]＝0 になり、[➞V]はピストン面に直交しせん断応力➞τに直交するので、S 上 

にある [➞τ]・[➞V] は零(0)になり、(5-22)式右辺の最後の積分は消える。その結果、(5-22)式は 

         

    

  もしピストンが比較的ゆっくりと動くなら、空洞の流体物性は殆ど一様で、境界速度も単純に 

下記のようにピストン速度(dx/dt)になる。これを用いて上記の積分から次の式が得られる。 

     

  M＝ρV は空洞内のガスの質量、A は位置 x でのピストン前面の面積、u は 

内部エネルギ：du＝CvdT 

   ここで、Cvは定容比熱で完全ガスの温度に依存しない。 

     

  空洞の中の絶対温度は完全ガス則(状態式)を用いて表わすことができる。即ち 
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              T＝pV/(MR) 

     

ここで V＝Ax は空洞の容積で、R は対象ガスのガス定数である。この式を用いると 

内部エネルギの変化は次のようになる。 

         du＝CvｄT＝Cv(pdV＋Vdp)/(MR) 

  これを(5-23)式に代入して 

         Cv ( p dV＋V dp)＋ｐR dV＝0  ---------------- (5-24) 

     

  ここで dV＝Adx である。上記の式は圧力差 dp と容積差 dV を用いて書き直すことができる。 

             {(Cv＋R) /Cv } (dV/V)＝－dp /p 

 

  完全ガスに対して Cp＝Cv＋R、γ＝Cp /Cvとおけるので、(5-24)式を積分して空洞における圧力 

と容積の関係が得られる。即ち 

            

  これは、断熱変化の式 PVγ＝一定に 相当し、断熱されたシリンダ空洞の圧力 p が瞬間的な空洞 

容積 V に関係することを示している。 

 

 

              【 5.3 節の注記 】TS 作成者 

(☆4) ベクトル内積は(➞τ)・(➞V)＝τV cosθで与えられる。検査面に平行する流速が 0 なら 

必然的に流体のせん断応力τは 0 なのでこのベクトル内積は 0 になる。また流速 V の方向が 

検査面に直交してθが 90 度になるときもベクトル内積は零になる。後者は少しわかり難い 

が、直交方向に流れるときは検査面に沿う流速は 0 なので検査面がたとえ固定壁でなくとも 

検査面に沿う流体せん断応力τは発生しないと風に理解しておけばいいと思う。 

 

  (☆5) テキストによれば熱力学の法則は次の４つからなる。 

  第 1 法則：物体の外部から加わった仕事と熱量の和は内部エネルギの増加に等しい。 

  第 2 法則：熱は高温から低温に移動しその逆は起きない。または孤立系のエントロピ－は 

       不可逆変化によって増大する。 

  第 3 法則：絶対温度ではどんな物質のエントロピ－も零になる。 

  第 4 法則：物体 A と B が熱平衡にあり物体 B と C も熱平衡にあるなら必ず A と C は熱平衡 

       の状態にある。 

 

(☆6) この例では式の変形過程が多くてわかりにくくなっている。重複になるがその過程を以下に 

確認しておく。 

   この例でフィットするのは Table 5-2 のフレーム 2 である。即ち 

    Q
．
－W

．
＝(d/dt)ʃvρ(u＋v2/2＋gz)dV＋ʃsρ(u＋p/ρ＋v2/2＋gz)(v－vb)・ndA 

                               ＋ʃspvb・ndA－ʃsτ・vｄA 

  外部からのエネルギ流入や内部仕事を考えなければ、左辺＝零(0)。気体では通常位置ポテン 

シャルは無視できるので z＝0。また内部の流速 v は小さいのでその 2 乗 v2は無視できる。故に 
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      0＝(d/dt)ʃvρudV＋ʃsρ(u＋p/ρ)(v－vb ) -ndA＋ʃs pvb -ndA－ʃτ-vｄA 

 

 また、ピストン速度ベクトル vbと内部流速ベクトル v はほぼ同じなので (v－vb)＝0、また 

壁面の摩擦は小さくτ・v≒0 なので、右辺の第 2 項と第 3 項は消去され 

        0＝(d/dt)ʃvρudV＋ʃspvb・ndA 

   ここで (d/dt)ʃvρudV＝(ʃvρdV) (du/dt)＝M(du/dt)に、ʃspvb ndA＝(ʃsp ndA)vb＝＋pA(dx/dt) 

   であるから、上式は次のように書ける。 

        M(du/dt)＋pA(dx/dt)＝0   (但し dx/dt＝時間当たりのピストン変位＝vb） 

     さて内部エネルギ増分 du は、熱力学の公式を以下のように操ることで得られる。 

 

          状態式 p/ρ＝RT 

 

    ρ＝ρV/V=M/V     M＝ρV 

 

        pV＝MRT➞pV/T＝MR=一定 

 

           d(pV)/dT＝MR         内部エネルギ増分 du＝CvdT 

    

          dT＝(pdV＋Vdp)/MR 

 

                            du＝Cv(pdV＋Vdp)/MR 

 

   この結果を M(du/dt)＋pA(dx/dt)＝0 に代入して変形すれば、次式が得られる。 

           {(Cv＋R)/Cv}(dV/V)=－(dp/p) 

   ここで Cp－Cv＝R、Cp/Cv=γであるからγ(dV/V)=－(dp/p)、この式を 1～2 区間で積分して 

       ln(V2/V1)γ＝－ln(p2/p1)＝ln(p1/p2) ➞ (V2/V1)γ＝(p1/p2) ➞ pVγ＝一定 

   即ちよく知られた断熱変化の状態式が得られる。勿論シリンダは断熱されているのでエネルギ 

  保存則は pVγ＝一定 に帰着する。 

 

 

5.4 ベルヌーイの式 

5.4.1 式の提示 

  Table 5-3 に示されるベルヌーイ式は、同時刻における流体容積の２つの離れた位置における 

流れの動的な特性を関係づけるものである。これらの式は前節のエネルギ式の形をとる。これら 

ベルヌーイ式は次の仮定のもとで流れの２つのポイントのエネルギ式を積分することで得られる。 

 

   1．流体に対し何の仕事もなされない、あるいは流体によって何の仕事もなされ 

ない。流体の境界が固定されるかぎり常に然り。 

   2．境界越しのあるいは流体内の熱伝達は無視できる。 

   3．Table5-4 にリストされた代替制限に示されるように、粘度や渦度あるいは 

2 つのポイント の位置についてある種の制限が加わる。 
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  渦度は流体要素の回転の尺度である。粘性せん断や外力によって渦が起きると粘度による減衰 

があってもなかなか消えない傾向がある。 

  従ってベルヌーイ式の適用(Table 5-3)において、Table 5-4 のフレーム 1 の粘度零(0)の仮定は 

Table 5-4 のフレーム 2 及び 4 の渦度零(0)の仮定に比べて一般に制限の少ない (ルーズな)仮定 

といえる。 

 

  それ故にベルヌーイ式は、一般に Table 5-4 のフレーム１に示されるような仮定の下で、定常 

流れにおけるパスラインや流線に沿った 2 ポイントに適用される。 

 

  場合によっては Table 5-3 のベルヌーイ式と Table 5-2 のエネルギ式が同時に適用されること 

もある。例えば、定常非圧縮性流れでは、Table 5-2 のフレーム 6 のエネルギ式は流線の両端の 

エネルギを関係づけるために使用できる。 

         

  ここで u＝特定の内部エネルギ、p＝流体静圧(絶対)、ρ＝密度、V＝流速の大きさ、 

     ｇ＝重力加速度、z＝エレベーション(高さ位置)、 

      

  これに引き当たるベルヌーイ式が Table 5-3 のフレーム 2 で与えられている。 

           

       

  両方の式が同時に適用されるとき、これら２つの式の比較から、容易に内部エネルギが一定 

即ち u1＝u2＝一定でなければならないことがわかる。これは、粘性がないとき、定常の非圧縮 

性流れの温度が流線上で一定であることを意味している。 

    

  対照的に、圧縮性流体の場合は、流管の端部の圧縮性ガスの定常断熱流れを表現するエネルギ 

式(➞Table 5-2 のフレーム 6)において、Q
．
＝W

．
s＝0 とおくと次式が得られる。 

         

  しかし、これに相当するベルヌーイ式は p2/ρ2＋V22/2＋gz2＝p1/ρ1＋V12/2＋gz1 ではなく 

次式 (➞Table 5-3 のフレーム 5) のようになる(☆7)。 

        

              ここで γ＝比熱比(＝Cp/Cv) 

  これら２つの式を引き算し、流線に沿ってその結果を微分し、完全ガス則 dp＝RTdρ＋ρRdT 

を取り込んで次の結果が得られる。 
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  更にγ＝Cp/Cv、Cp－Cv＝R であるから、完全ガスの内部エネルギは温度のみの函数として 

次のように表わすことができる。 

               u＝CvT 

  これは 14 章の(14-4)式に合致する。このようにベルヌーイ式は非粘性完全ガスのエネルギ保存 

式と一致している(矛盾していない)。 

    

  定常非圧縮性流れのベルヌーイ式 (Table 5-3 のフレーム 2)は、流体力学において最も古い式の 

一つではあるが、流力分野では最もパワフルな結果をもたらす。 

   

  水銀気圧計のイタリア人発明家トリチェリは、タンクの開口からの水の流速が開口部より上の 

水面の高さの平方根に比例するのを証明する際にその式がひらめいた。数学者 Daniel Bernoulli 

はこれを一般化した式を著書の Hydrodynamica(1738)に記述したので彼の名前をとりベルヌーイ 

の式と呼ばれている。 
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